
Logik - Vorlesung 24.05.2006

Beweis der Korrektheit des Unifikationsalgorithmus

θ = θ1 ... θn ist allgemeinster Unifikator (mgu) für U
d.h. θ ist Lösung für U und für alle Lösungen σ für U gibt es λ mit θλ = σ

Der Beweis erfolgt durch Induktion über U

IA: n = 0 U = ·{}· θ = ε
für alle σ gilt ε = σ wegen εσ = ε

IH: Die Behauptung gilt für n.
d.h. U → U1 → ... → Un

             
θ1             θ2        θn

Sei θ = θ1 ... θn

θ ist mgu für U.

IS: Wir betrachten U‘ → U → U1 → ... → Un

                                
θ0

      
θ1             θ2        θn

Sei θ‘ = θ0 ... θn = θ0θ
zu zeigen: θ‘ ist mgu für U‘

d.h. (1) θ‘ ist Unifikator für U
(2) für alle Unifikatoren σ‘ für U‘ gibt es ein λ mit θ‘λ = σ‘

1. Fall Triviale Gleichungen eliminiert
U‘ = U ∪ ·{X ≈ X}· θ0 = ε θ‘ = θ0θ = εθ = θ
zu (1) Sei s ≈ t ∈ U‘

(a) s ≈ t ∈ U
sθ‘ = sθ 

= tθ (IH)

= tθ‘

(b) s ≈ t = X ≈ X

Xθ‘ = Xθ‘

zu (2) Sei σ‘ Unifikator für U‘, dann ist σ‘ auch Unifikator für U, wegen der 

Tatsache, dass jede in U vorkommend Gleichung auch in U‘ vorkommt.
Wegen IH finden wir ein λ mit θλ = σ‘.

Wegen θ‘ = θ gilt θ‘λ = σ‘.

2. Fall Dekomposition
U‘ = (U\·{si ≈ ti | 1 ≤ i ≤ n}·) ∪ ·{f(s1, ..., sn) ≈ f(t1, ..., tn)}·

θ0 = ε ⇒ θ‘ = θ
zu (1) Sei s ≈ t ∈ U‘

(a) s ≈ t ∈ U
sθ‘ = sθ = tθ (IH)

= tθ‘
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(b) s ≈ t = f(s1, ..., sn) ≈ f(t1, ..., tn)

f(s1, ..., sn)θ‘ = f(s1, ..., sn)θ
= f(s1θ, ..., snθ)

= f(t1θ, ..., tnθ) (IH)

= f(t1, ..., tn)θ
= f(t1, ..., tn)θ‘

zu (2) Sei σ‘ Unifikator für U‘, dann ist σ‘ auch Unifikator für U, wobei 

s ≈ t ∈ U weil:

(a) s ≈ t = si ≈ ti

wegen f(s1, ..., sn) ≈ f(t1, ..., tn) ∈ U‘ und σ‘ Unifikator für U‘ folgt 

siσ‘ = tiσ‘ für i ≤ n

(b) s ≈ t ∈ U‘ folgt Aussage wie unter Fall 1

Fall 3 Variablenelimination
U‘ = U‘‘ ∪ ·{X ≈ r}· θ0 = {X ↦ r}

U = U‘‘ {X ↦ r} = U‘‘θ0 (X kommt in r nicht vor)

zu (1) Sei s ≈ t ∈ U‘

(a) s ≈ t ∈ U‘‘ dann gilt sθ0 ≈ tθ0 ∈ U
sθ‘ = s(θ0θ)

= (sθ0)θ
= (tθ0)θ (IH)

= t(θ0θ)

= tθ‘

(b) s ≈ t = X ≈ r dann gilt Xθ0 = rθ0 (X kommt nicht in r vor)

⇒ Xθ‘ = X(θ0θ)

= (Xθ0)θ
= (tθ0)θ
= t(θ0θ)

= tθ‘

zu (2) Sei σ‘ ein Unifikator für U‘, dann ist σ‘\{X ↦ Xσ‘} Unifikator für U weil:

Sei s ≈ t ∈ U dann gilt s‘ ≈ t‘ ∈ U‘ mit s = s‘θ0 und t = t‘θ0

sσ = (sθ0)σ
= s‘{X ↦ r} (σ‘\{X ↦ Xσ‘})

= s‘({X ↦ Xσ‘} ∪ {X ↦ u | Y ↦ u ∈ σ‘\{X ↦ Xσ‘})

rσ‘ = xσ‘

= s‘σ‘

= t‘σ‘ (...)

= tσ
Wegen IH finden wir λ mit θλ = σ.

Zu zeigen: Es existiert λ‘ mit θ‘λ‘ =σ‘. Wir zeigen, dass gilt: θ‘λ = σ‘

bzw. λ = λ‘
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Sei Y ∈ V
(a) Y ≠ X

Yθλ = Yθ0θλ
= Yθ0λ
= Yσ (IH)

= Yσ‘
(b) Y = X

Xθ‘λ = Yθ0θλ
= rθλ
= rσ (IH)

= Xσ‘ (wegen σ‘ Unifikator für U‘ und r ≈ X ∈ U‘)

Eine Anwendung des Induktionsprinzips für natürliche Zahlen liefert die Korrektheit des 
Unifikationsalgorithmus.

□
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