Technische Universitdt Dresden
Mathematik 2 fiir Informatiker
Prof. Dr. Stefan E. Schmidt
Sommersemester 2006

Schriften zum Studium
Medieninformatik

Richard Wolsch
http://www.richiwolsch.de.vu

11.Ubung

Ue61
(a)
ATt
Aq E
1 4 -3/100 14 -3100 14 -3 1 00
2 7 61010 [T o1 0 21 0| "EETT 91 0 2 10
1 7 —2]/0 0 1 17 =200 1 03 1 —-10 1
14 -3 1 0 0 10 -3 -7 -4 0
MBS g1 0 2 1 o | "o 1 0 2 1 0
00 1 -7 -3 1 00 1 -7 -3 1
E ATt
10 0| -28 —13 3 —928 —13 3
BN 0 10002 1 0| At=] 2 1 o0
00 1| -7 -3 1 7 -3 1
A2_1:
103100 10 3 1 00 1 03 1 0 0
412010 | "M 01 10 —4 1 o |TEEEMIL G 91 0 —4 1 10
011001 01 1 0 01 01 1 0 0 1
10 3 1 0 0 1 0 0 -1 3 -3
HELAOET L g 11 0 -4 1 10 |20 11 0 -4 1 10
00 11 4 -1 1 0 0 11 4 -1 1
1oo0o —& 2 -2 -1 3 -3
—J77] = 111 1 1
LS RN N S =g 410
001 & —-& & 4 -1 1
Aglz

Diese Matrix ist nicht invertierbar. Es gibt zwei Strategien um dies zu zeigen. Die erste Moglichkeit ergibt
sich aus der folgenden GesetzméafBigkeit:

<= A hat n liner unabhéngige Zeilen und n linear unabhingige Spalten

A € K™™ invertierbar <= A hat Vollrang

Es geniigt also in diesem Fall zu testen, ob alle drei Zeilenvektoren linear unabhéngig sind und ob alle
drei Spaltenvektoren linear unabhéngig sind.

Mx(2 =3 1) 4Xs(3 4 <2)+xx(5 1 <1 )=(00 0)
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Daraus folgen die Gleichungen:
2A1 +3X+5A3=0

—3A +4X+123=0
1IN =2 —1X3=0
Mit dem Gaufalgorithmus erhélt man:

2A01 +3X2+ 53 =0

OA +2X+1X3=0

A1 0
X | =10
A3 0

Damit sind alle drei Zeilenvektoren linear unabhéingig. Die selbe Betrachtung ist also noch einmal fiir die
Spaltenvektoren zu fithren:

)\1*(2 3 5)+)\2*<—3 4 1)+)\3*(1 ) —1):(0 0 o)

Daraus folgen die Gleichungen:
201 — 3 +1X3=0
3A +4X —2X3=0
S5A1 4+ 1A —1A3 =0

Mit dem Gaufalgorithmus erh&lt man:
2M1 —3X+1X3=0

0N + 17X —TA3 =0
0N + 17X —TA3=0

A1 4
Dieses Gleichungssystem ist auch fiir | A2 | = 7 erfiillt. Die drei Spaltenvektoren sind also nicht
A3 17

linerar unabhéngig. Daraus folgt, dass die Matrix A3 keinen Vollrang hat und somit nicht invertierbar
ist.

Die zweite Moglichkeit um die Nichtinvertierbarkeit zu zeigen wire es die inverse Matrix Ag ! nach den
Regeln des GauBalgorithmus zu berechnen. Dabei miisste dann eine Gleichung wegfallen, so dass vorn
keine Einheitsmatrix F3 mehr entstehen kann.
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Moglicherweise gibt es hier auch einen kiirzeren Losungsweg.
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CXB=A+20X
«— CXB-20X=A
<— CX(B-2E)=A
< X(B—2E) =C'A (wenn C~! existiert)
— X =C'A(B -2E)"! (wenn (B — 2E)~! existiert)
Wir miissen noch zeigen, dass (C)~lund(B — 2E)~! existieren:
Inverse Matrix von C:
-3 00 100\ . ' 100 =200
0 i 00 1 0 I.;Q)*III._AI*)IIIIIﬁ)[]I 01 0 0 4 0
0 0 3 001 001 0 02
-2 0 0
cl=[ 0 40
0 0 2



Inverse Matrix von B-2E:
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Es ergibt sich die Gleichung;:
-2 0 0 3 -1 2 -2 —1%4 ?
X=| 0 40 2 0 1 % -2
4 5
0 0 2 1 2 3 4 3
5 11 13 14 46 28
—6 2 -4 I 3 3 3
2 4 6 i 3 -z 0 -2 10
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Der Kern der Matrix A besteht aus allen Elementen x fiir die gilt Az = 0.
Kern A= {r € GF(2)"|Az = 0}

Es entsteht ein Gleichungssystem. Stellt man dieses als Matrix dar, so ist dies genau die Matrix A. Mit
dem Gaufalgorithmus (modulo 2) erhélt man die Losung:

KemA:{r.(1 11000 o)T+s.(o 1010 1 0)T+t-(1 00110 o)T}

Daraus ergibt sich sofort die Dimension von A. Denn alle drei Vektoren sind linear unabhéngig (In

keiner Zeile haben alle Vektoren eine 1). Die drei Vektoren sind also Basisvektoren von Kern A. Da die
Dimension die Anzahl der Basisvektoren ist folgt:

dim Kern A =3

Da der Gaufalgorithmus ein Gleichungssystem mit vier verschiedenen Gleichungen liefert kann man
schlussfolgern, dass A vier linear unabhéngige Zeilen hat. Der Rang einer Matrix M bezeichnet das
Minimum der Menge mit der Anzahl der linear unabhéngigen Spalten von M und der Anzahl der linear
unabhéngigen Zeilen von M. Die Matrix A hat auflerdem 7 linear unabhéngige Spalten, da in keiner Zeile
nur Einsen stehen. Es ergibt sich also:

rang A =14

AuBlerdem gilt allgemein:

dim Kern M +rang M =n (n ... Anzahl der Spalten einer Matrix M) ‘

In unserem Beispiel: dim Kern A+rang A=3+4=7



